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IDENTIFICATION a'UNE CLASSE DE PROCESSUS DE POISSON
FILTRES

Denis oe BRUCQ

Université oe ROUEN, Laboratoire ce Traitement ce I'information, BP87 76130 MONT SAINT AIGNAN,

La formulation d'un mookie est un pas essentiel pour
la compréhension a'un phénomdne expérimental. Dans
ce travail, une nouvelie classe oe processus oe Pois~-
son, filtrés est introauite : I'amplituce aléatoire sult

une loi sphériquement invariante et le filtre est réel,

linéaire, causal & minimum oe phase. Avec ces hypo-

L
s e e
P

théses, le moodie peut 8tre iaentifié & partir ces ré-

sultats expérimentaux,

4
e e,

Pl

SUMMARY

The formulation of a moael is an essential step in
the experimental process of unoerstanaing a pheno~
menon, In this paper a new class of filtrea Poisson
processes is introcucea : the amplituce has a law

which is spherically Iinvariant ano the filter is real,

limear ang causal, It is shown how such a mooel can

be loentifieq from experimental cata.
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IDENTIFICATION a'UNE CLASSE DE PROCESSUS DE POISSON FILTRES

Introauction

Le moadle introauit cans ce travail est un outil uti-
le pour aécrire par exemple le bruit acoustique marin,
ie brult a'appareiliages électroniques, certaines par-
ties a'électroencéphalogrammes,

Un phénomane initial, consiaéré comme poissonnien
aans le temps, a une amplituoe aléatoire C oe loi
sphériquement invariante, Ce phénomdne est observé
au moyen o'un filtre linéaire causal e réponse impui-
sionneile G, Ainsi I'observation prena la forme

+®
Zw,t) =L _CldGit-T (1) ~=><t<+ o

=== i
ou Tj est 'ingtant ae |'événement j ou processus oe
Poisson,

Les lois sphériquement invariantes, mélanges oe
lois gaussiennes centrées, sont assez générales et
ont é1é souvent utilisées pour aes agescriptions ae
bruits marins.

La caractérisation oe telles lois, est fournie aans
la § 1 & I'aioe a'un théoréme ce représentation ce Ber
stein ([ 5] p 292),

Dans une seconae partie, la loi temporelle au pro~
cessus observé Z est céterminée par la fonction
caractéristique. A partir ce ceile-ci on montre cans
la 3dme partle que legs moments a'orare impalr sont
nuils et on calcule les moments alorare asux et quatre,

A I'gice ge ces moments, il est possible oe calculer
la réponse impulsionnelle G ou filtre linéaire, causal
& phase minimale ,

La loi u oécrivant ta variable sphériquement inva
riante C, est gpprochée par une combinaison convexe

e

o Dirsc u= ¢ .
ke uk ak

Le paramétre A oe la loi oo Poisson ainsi que les
2 e paramtres My et °k sont foentifiés cans ta oer-
nidre partie, On utilise les moments E(Z(l)zp )
pe=12..,2¢e auprocessus Z, stationnaire au sens
strict,

Ce travail a été subventionné par geux contrats
N 00014~75-C- 0491 et N 00014-81- K ~0373, Les
aémonstrations compldtes font parties o'un article
avec Gualtierotti Antonio, article & parafire en anglais

Je tiens A remercier Monsieur C, R, Baker, profes-

seur 3 I'Université oe Chape! Hill en Caroline au Noro

pour ses nombreuses suggestions.

| = Caractérisation et exemples ae variabies aléatoires

oe lois sphériquement invariantes.

On se limite ict au cas ol |'espace vectoriel engenaré
par un processus sphériquement invariant est ae gimen
sion infinie ; en ce cas (cf [4] p21), les points extré~

maux oe ['ensemble ce telles lois sont gaussiens, oce

aensité xz
- —
(1=1) :a (x) P ",_”_ e 2¢ olu ax est ia mesu-

re os Lebesgue . De fagon naturelle on se restreint 3
la classe ge lois sphériquement invariantes, oéfinie
A igice g'une probabilité u sur R+ au moyen ae la
fonction caractéristique Yu €R

2

__&u

2

(1-2) olu) = e u(oa)
{o, =l

On peut appeler ces lois, lois sphériquement invarian-

tes asymptotiques, Ainsi olo) = 4 ({o,* () = 1; Si 1on
suppose que C variable aléatoire réeile ae fonc-
tion caractéristique © est oe carré intégrable alors

E(C)=0 et
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L

(-3 ec? - cita | e auta) <=
Lo, =l

Prenons pour probabi lité 4 , une combinaison
convexe o¢ @ mesures de Diracen @ 3 Spreee G.€R+
soit
(I-Q)uA-uS'*MS YT ol

1 7% 270, .t e " Oe
ukzo ot u'-tuzi»... +ue' 1.
Alingl 1a loi sphériquement invariante associée est

aéfinie par la fonction caractéristique

2.2 2 2
ua 1 . uae
2
{1=-5) o{u)= ue +hge toatu e

Par le changement ce variable aﬂé" , on
suppose
e aula) = 1
(1-6) [ o, auda

(1=7) plu) = j[q- ( au (a)

Les lols sphériquement invariantes asymptotiques
ont une structure particulidrement simple que nous
allons préciser maintenant. Rappelons le théordme
oe Bernstein (cf [5] p 262)

Il existe une mesure positive v sur R*, telle que
Yv> o

- bv .
Y(vle . c v{b) si et seuiement g!
LR .
¥ est d valeurs réelles, ¢ est 8 (Jo,» [) et

e}
Yonen (=) &% 5 9
wﬂ

On gt que ¢ est comp!étement monotone.

€ effectuant le changement o variables
2

b-’;, bijectif sur R_ on obtient :

Théordme 1-1

Une loi oe probabilité P est sphériquement inva-
riante (asympiotique) sur R, R ) si et seutement si
1*) P est symétrique.
2°) @ est inaéfiniment gérivable sur R \{o}

3°) La fonction § oéfinie par ¥ (uz) = o(v ) vérifie

(-')n on 1]

(V2o Yné€EN Yve Jo,=(
av
On vérifie que ia loi oe Stuoent & k oegrés oe |i~
berté, est sphériquement invariante, asymptotique.

H en est oe m&me pour la loi exponentielle, ce censité

f(x) = -;— o.K |x| avec A €ER

A \2
Encecas o (u)= 2 2 et §y(v)=s —
A +u A +v

Ainsi les combinaisons convexes ae oensités gaus-
siennes centrées conauisent & oes oensités présentant
éventueliement un point anguleux en x = o,

La classe oes lois sphériquement invariantes asym; -
totiques parait assez vaste pour oécrire les varia-
bles aléatoires symétriques sur R celles provenant
ge bruit e fona,

Etuagions maintenant |'évolution au cours ou temps,

précisons la mooéiisation ou processus,

Il -~ Fonction caractéristigue a'un processus oe Pois~
son flitré

Soit “j . 1€ 1), les instants al6atoires a'un pro-
cessus oe poisson, Ainsl pour tout intervallie {a,b) e
R, le nombre aléatoire N a'événements sur (a,b?
véritie pour toutn €N
(1) P (N = npe 279 ﬂi—"—"'ﬂL ol )

est le paramatre au processus ae Poisson,

Liévénement en T proauit, sur un capteur, A Itins-

tant t, un effet proportionnel & la fonction continue

PP - _.._4,,}
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G(1, 7). En supposant la stationnarité G(t,T) = G(t = T)
et la causalité G(t-T)mopour t<T,

On suppose os plus que

- -
m-2) [ oslPes -/ e Para,
(-] T

L'effet oe ['événement en T , sur le capteur, est
a'énergie finie et on a normalisé G,

L'énergie captée est aléatoire et le mookie consi-
qdre un coefficient C aifatoire dont la loi est res -
treinte 3 $tre sphériquement invariante, ainsi lleffet
sur le capteur vaut C G(t- 7) avec G fonction cer-
taine et C coefficient aléatoire,

Finalement on suppose la linéarité oss effets oes
alvers événements sur ie capteur et Ifobservation Z
s'écrit Y1 €ER;

ZiL,w)= L C

€2 j
Les amplituoes aléatoires (Cj, j €2) sont Inoépen~

(w) G( l-TJ(W) ).

aantes oeux b ceux et inaépencantes ou processus oe

Poisson ( T_; j EN). On montre assez facilement que

i
sl

L ]
E( |C) <metsi I |G(s)| as < ® glors Z(t) est
o

Intégrable et
-

f

E(jz)rE(|C])) [Gls)| es
(-]

Ce sont piut8t ces propriétés énergétiques qui
sont intéressantes et en raison oe la mooélisation
oe |'cbservation Z, il est possible ae aéfinir entidre=
ment la lol temporelle ou processus (2Z(t) ; t €R),
Enongons fe résuttat foncamental,
Théoréme II-1

Si Z est le processus 0e Poisson filtré ¥t €R

M=3)Z(t)=s £ C Glt-7) si

ey ! j

m-4) [ |G(s)| e <® orsi

n-s) l'& acu(a)<® alors

]

Ymen ¥

tion oe uz

plgreses t €N

Yu =lu,u,...u )€ R"

(11-6) @ (U) = Elexpi<u, Z>)=

exp - A J as o ula)
R=R
+

Cr-exp(-2(Ly Gl +e))%) ]

ou <u, 7> = wZlt ) vu 2 )+ vy Z 6 )

L'extension oe ces résuitats au cas vectoriel ne

pose aucun probidme théorique : I'observation peut
&tre vectorielle et provenir age g capteurs, €n ce

cas, la fonction G est vectorielle & q-composantes.

1li- Calcul ges moments ae Z

L.a gonnée oe 1a fonction caractéristique o

permet {@ calcul oss agivers moments sous réserve

a'existence ge ceux-ci, D'tailleurs @ étant une fonc-

, les moments d'orare impair, sont nuis,

L'expression ae la seconoe fonction caractéristique

¥ est particulidrement simple :

(=1} 4(u) = tog@tu) == A [ o aula)
RxR
2
8 2
[l- oxp - o {u,G > (s)]
ol ilon a posé
(11=2)<u,G > (8) = u_ Glt +8) +...+ u_ G(1_+s).
1 1 m m
Les aéveloppements en série ae la fonction p en
fonction ces moments puls oe |'exponentielie cans la
seconoe fonction caractéristique conauisent, en éga-
tant les puissances oe uz' et oo U, d:
Eroposition 111-1
-3 &zw? -2 | s ata) | Gaa Yier
R’ R
(1N1-4) (2,12 )= x‘[,,'.’m (a)] o Gl +81G 1330

v']vl ER
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IDENTIFICATION o'UNE CLASSE DE PROCESSUS DE POISSON FILTRES

On rappelle que i'on a poséj G(s)2 as=1 et que
R
Gis) = G(s)1(s) . On voit que pour tout L=, la
fo,=(

formule (4) conne (3).

En effectuant les aéveloppements limités jusqu'ad

I'orare &, nous écrivons I'égalité ge u'4 et oe ulzuz2
Proposition il1-2
ezmY-3x [ a'aia) [ os6he
R+ R
2(r 2 2
kDY UR a cu(a)J usG(s)]
+
2 2
E(Z(t') 2(12)
n Ik+aaou(a)jaos Gz(tl+ s) Gz(tz+s) +
2 2 2, 12
+7\[J a m(a)J asGls)] +
R+ R
2

+2x2[f azm(a)J‘ qsG(tt+s)G(tz+s)]

‘R R

IV, lgentification ae |la fonction ae Green G

L.a covariance [ ge 2Z(t), est stationnalre et vaut
Y TeR

(IV=1) T{T) s E(Z(1)2(t~7) ) »

2 () azou(a)

G(s)G(s+T) as
I,

I R N
Ainsi\, a o {a) est un facteur oe normalisation od
"R+
A est le paramétre oe ia loi ae Poisson et olU

I uzo u(a) est le moment glorare 2 ge ['amplituge
R+

aléatoire C, sphériquement invariante, Comme i'on
a 'upposéJ' |G(s)|2 as =1, ona

R+
Tod = 2 | o aula

La fonction G A icentifier vérifie aonc |tégalité

av-21 2 2 Gee) Glaer) o,
(o) R
La transformée ge Fourier va nous donner

un moyen oe calculer G sous réserve d'hypothéses

compiémentaires,

Proposition 'v-1

+o
Soit glf) = 3(G) (1) = I e'* G(s) as. Alors

(v-3) .

F(T)-I'(o)_J e atn |

2

Ainsi gans le langage oes automaticiens, le filtre
causal ce réponse impuisionnelle G , est ge gain ’ g,
connu : Il suffit a’effectuer ia transformée oe Fourier
inverse sur [, La donnée cu gain |g| ne aétermine
cependant pas la réponse impulsionnelle G,
Définition IV~2

Un fiitre causal G est A phase minimale si 1/g est
également la réponse fréquentielle a'un filtre causal,

En ce cas le gain |9| aétermine le filtre causal &
phase minimale (cf [3] p 36)

Pour g réponse fréquentielle alun filtre causa!l A
phase minimale une extension analytique cans R+ est
possible et on géfinit Yb>o

-ift

G(t)-L - ® glf+ ib)af.

2n

Or cette fonction Gb s'exprime uniquement en fonc-
tion cu gain |g Ipar I'expression
(v-8) &%) -

] j te i
- ‘
- af e
2“ -

p L[ Llteibltiio ala(y) |

ay
"nJ
i R y=(f+ib) Y2+l

Pour b assez petit, nous avons ainsi une approxi-
. b .
mation G oe G, réponse impulsionnelle alun filtre
linéaire, causal 3 phase minimale, en effet Gb conver-

ge cans Lz(ﬁ, R, at) vers G lorsque b tena vers O,
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V= lgentification oe ) et ge .

tifiée aans le paragraphe antérieur et ainsi, pour tout
. 2p
p €N, on connafl ia valeur numérique ce Gi(s)" as
R
De pius le aéveloppement oe

¥(u) = log plu) =

- N
r o2

2p 2p
A & oula) Gl(s)™ as
p=1 2pp! '{R+ JR

conauit & poser

a®

-

(v-n |

J p=12,.,., 2e

ou la) = a

R+ P 2
L'estimation ces moments E(Z(1)™ ) pour

p=12,..., 28 fournit le aéveloppement ce @ et

Ae
ensuite oe § jusqu'au terme en u .

Dans ce paragraphe , il s'agit donc a'approcher la
probapilité u é&taiée sur R+ ainsi que le paramdtre )\
oe la loi o Poisson & partir ces égalités (V-1)

Si le paramétre )\ oe la loi oge Poisson était connu,
le problédme se raménerait 3 une situation classique :
Introauisons la probabilité ;: symétrique sur R ,1 )

. L)
et gont la restriction u/ R+ A (R+. ’R‘_) soit précisé-
mcnt u . De cette fagon, les moments oe ';T sont
connus :
2k -

tv-2) [ a®altar = | a*a uta) = @ /2

[ ] R+

-+

v-3) [ a* ' alita) - o

R

Lticentification a'une probabilité:; A partir ae ses

moments est un problame résoiu (cf (1] ) et nous
oo particularisons les résultats généraux au cas a'une
I wh
probabilité symétrique u_ sur R, R ).
L'orthonormalisation ge Gram-Schmiat oe la suite
2 s
o (1,8,8",.., ) conauit sux polynSmes orthogonaux

o (Po(n) ' P, a), P, (a),...) vérifignt

La fonction G est supposée connue, elle a été icen-

el o o

(-a) =P

(v-4) Pz.< 2K

(a)

(~a)=~-P

(v-35) p2k-c—l

2k+ '(a)

Disposant aoes seules constantes al' 02. ceesy Gze '

on cherche une approximation i oe la forme
LY

V-6 SO + 4+, ..+ U g
(V-6) u = u o8 +u, §o, .t
combinaison convexe 3 e termes , de Dirac, situés
e o eee R .
n 1 92 » O N

On suppose ici, que I'amplituge al€atoire C a pour
loi,le mélange ce e lois gaussiennes centrées, est

agonc sphériquement invariante ce fonction caractéris-

tique : uzclz1 uzdz
. - -
E(euc)-u' 2 AT NT 2

Les 2e+1 inconnues “l""“e’ a',.,,a‘ et A vé~

rifient les 2eri équations afauites oes égaiités (v-1)

ot {(Vv-8) :
Myt dy Ll v =
2 2 2
A + + ... -
[wi9, ¢ uy05 He e] %
(\,.7) " " " 1"
2, 2e 2, 2¢ 2 2§
x[p'c' *“202 +...+penc =%,

LN

L'étuce ge ce systdme non linéaire conaouit aux
résultats suivants :

A est solution oe iléquation linéaire

[- R ces
2 a._” ° °l ae
a' °z b °e+l
IAV-L ) N - - |
|
}
°'e+l e Y2 % Tee1°"" aze |

Cett e formule est originale.
Maintenant que ) est connu, on applique les résul-
tats classi ques au probldme aes moments,
Le pol ynome P

2e ' ae gegré e en u2 , apour z2éros

R ;
cens R précmémemc' . az, ces 0‘

a2 -
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Avec L et o, connus, le systéme (V-7) est linéaire (5] P. A, MEYER, Probabilités et Potentiel,

en u,  avec redondance ces équations, On le résoua Hermann, 1966
ou bien tton utilise les égalités (cf (1] p 22). [618.PICINBONO Spherically invariant anc compouna
1 gaussian stochastic processes, IEE transactions
o M, " k=1,2,,..,e
2 k 2e-1 2
' ‘ on Information Theory, voil,T,6, 1970, p.77-79.
L L | ak) .

tee (7] 6. RUCKEBUSH, Sur le problame ae la Syn-

I i 1 lisati i i
En conclusion , la moaélisation introcuite dans ce thése ges Filtres, ColloqueCNRS, Aussois 21-25

it U thy !
travail, sous réserve g''hypothises assez naturelles, sept. 1981, Vol 2, p. Al-1, A 1.21, INRIA, 8pIcs

ermet oe oéfinir entidrement la loi temporelie g'un
P P 78153, Le Chesnay, France,
processus observation Z (vectorielle ou non). Les
transformations non linéaires sur Z peuvent gonc
&tre étuaiées. Nous sortons Ou caare Jes processus

ou seccona orare et oes seules agensit és spectrales

oe puissance. L'hypothdse gaussienne peut 8tre

abangonnée .

Le moaokle antérieur permet g'ajuster toute cova-

riance

F(r) « E(2(t) Z(t~T)) T € R et tout moment

E(Z2 (l)b ) p=1,2,..., 2¢, les moments impairs
.\ E(Z() zk*'); k € N étant supposés nuls,
.
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